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2 MATHEMATISCHES MODELL

1 Einleitung

Neuere biologische Untersuchungen zur Funktionsweise natiirlicher neuronaler Netze zeigen nun
mit immer hoherer Wahrscheinlichkeit, dass bei der Ubertragung von Information zwischen Neu-
ronen nicht nur die Rate der abgefeuerten Impulse (Post Synaptic Potential, PSP, Spike), sondern
noch andere Faktoren eine Rolle spielen. Dadurch ist es moglich, mit Hilfe eines einzelnen Spikes
Information in der Grofenordnung mehrerer Bits zu {ibertragen (vgl. [1], Seite 17). Die dazu
verwendeten Kodierungsarten sind ([2]):

— Feuerrate: Die eigentliche Information ist in der Feuerrate der Neuronen enthalten, also im
Durchschnitt der pro Zeiteinheit abgefeuerten Spikes.

— temporale Kodierung: Die exakten Feuerzeitpunkte der Spikes tragen die Information.

— Populationskodierung: Der Code wird durch die Aktivitit verschiedener Populationen von
Neuronen gebildet.

Ansétze bisheriger kiinstlicher neuronaler Netze (Artificial Neural Networks, ANNs) gingen nur
auf die erste Art der Kodierung ein, wobei die Feuerrate {iblicherweise durch einfache reelle Zahlen
modelliert wird. Allerdings zeigte sich in jiingsten Experimenten, dass diese Art der Kodierung
nicht ausreichend ist, um geniigend Information fiir eine visuelle Mustererkennung innerhalb von
150 ms zu iibertragen. Da der Mensch aber durchaus dazu fihig zu sein scheint, liegt der Schluss
nahe, dass fiir schnelle Informationsverarbeitung zeitliche Kodierung entscheidend ist. Aus diesem
Grund wurden Spikende Neuronale Netze (Spiking Neural Networks, SNNs) entwickelt, die Gegen-
stand dieser Arbeit sind.

Bei SNNs steht die temporale Kodierung im Vordergrund, es werden explizit die einzelnen
von Neuron zu Neuron iibertragenen Spikes modelliert. Bis jetzt ist nur wenig iiber die sich
dadurch bietenden Moglichkeiten bei der Simulation und mdglichen Implementierung von SNNs
in Hardware bekannt. Folgende wichtige Fragestellungen miissen geklért werden, um SNNs sinnvoll
in der Praxis einsetzen zu konnen (vgl. [2]):

— Welchen Einfluss haben bestimmte Eigenschaften biologischer neuronaler Netze auf die
Berechnungspotenz von SNNs ?

— Wie kann Lernen mit SNNs realisiert werden ?

— Wie kann das Timing einzelner Spikes dazu benutzt werden, Muster abzuspeichern und zu
analysieren, oder um selbst-organisierendes Verhalten zu erreichen ?

Diese Fragen werden zum Teil in [2] beantwortet, weshalb sich die ersten Kapitel dieser Arbeit
zu einem grofien Teil darauf stiitzen. Einige Kapitel wurden direkt als Zusammenfassung der
entsprechenden Kapitel aus [2] iibernommen, allerdings mit leichten Anpassungen an das hier
verwendete mathematische Modell und die Konventionen fiir Variablenbezeichnungen.

2 Mathematisches Modell

Auf eine Beschreibung der biologischen Modelle natiirlicher Neuronen wird in dieser Arbeit verzichtet,
da dies bereits mehrmals sehr ausfiihrlich dokumentiert wurde, so z.B. auch in [2].

Im folgenden Dokument wird diese Definition eines SNN verwendet, welche in [3] eingefiihrt
wurde. Diese Definition ist allgemein gehalten, da die Schwellwertfunktion der Neuronen sowie
die Antwortfunktion der Synapsen offen gelassen wurden.

Ein SNN besteht aus:

— einem endlichen gerichteten Graphen (V, E) (die Elemente von V werden als “Neuronen”,
die Elemente von E als “Synapsen” bezeichnet)
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— einer Teilmenge Vi, C V von Fingangsneuronen

— einer Teilmenge V,,;C V von Ausgangsneuronen

— fiir jedes Neuron v € V' — V, eine Schwellwertfunktion ©, : RT — RU {oo}

— fiir jede Synapse (u,v)€ E eine Antwortfunktion &, , : R — R sowie ein Gewicht w,, , € R

Wir nehmen an, dass das Feuern der Fingangsneuronen v € Vi, von auferhalb bestimmt wird,
also die Mengen F, C Rt von Feuerzeitpunkten (spike trains) fiir die Neuronen v € Vi, als die
Eingabe (Input) des SNN gegeben werden.

Fiir ein Neuron v € V — V;, wird die Menge F, von Feuerzeitpunkten rekursiv definiert. Das
erste Element von F, ist inf {t € Rt : P,(t) > 0,(0)}, und fiir irgend ein s € F, ist das nichst
grofere Element von F, gleich inf{t € RT : t > sand P,(t) > ©,(t — s)}, wobei die Potential-
funktion P, : Rt — R definiert ist als

P,(t) := Z Z Wy,y ~ Eup(t — )

ueV seF,
(u,v) e E s<t

Die sich daraus ergebenden Feuerzeitpunkte (spike trains) F, der Ausgabeneuronen v € Vi
werden als die Ausgabe (Output) des SNN interpretiert.

Die Komplexitit einer Berechnung in einem SNN wird durch Zdhlen jedes einzelnen Spikes als
Berechnungschritt ausgewertet.

Ist die Antwortfunktion &, , positiv, so spricht man von einem EPSP (Ezcitatory PostSynaptic
Potential), ist sie negativ, von einem IPSP (Inhibitory PostSynaptic Potential). Weiters nimmt
man an, dass €y, (t) = 0 fiir ¢t € [0,dy,], Wwobei dy,, die Ubertragungsverzogerung zwischen der
Generierung des Aktionspotentials (der Uberschreitung der Schwelle ©,) und der anfinglichen
Auswirkung des PSP (PostSynaptic Potential) auf das nichste Neuron v darstellt. P,(t) gibt
die Auswirkungen aller ankommenden EPSPs und IPSPs an und wird bei Abwesenheit jeglicher
Eingabe mit P, = 0 als Ruhewert angenommen. Die Schwellwertfunktion 0, schliefllich kann dazu
verwendet werden, um die bei biologischen Netzwerken vorhandenen Abhéngigkeit des Schwell-
wertes vom Feuern des Neurons abzubilden. Ublicherweise werden dazu zwei Konstante To,ref
und Ty eng Mit 0 < 7y ref < Tyend eingefiihrt, wobei der Schwellwert ©,(t) unmittelbar nach
dem Feuern, also fiir ¢t < 7, .. (absolute refractory period), mit co angenommen wird, um ein
erneutes Feuern innerhalb dieser Zeitspanne zu unterbinden (nach dem Vorbild der biologischen
Neuronen). Im Intervall 7, ref < t < Ty enq (relative refractory period) ndhert sich die Schwellw-
ertfunktion rapide dem konstanten Wert ©,(0) an, sodass ©,(t) = ©,(0) fiir alle t > 7, epnq.

Mathematisch interpretiert berechnet das Netzwerk eine Funktion, welche einen Vektor von
Feuerzeitpunkten (F),), .. ~auf einen anderen Vektor von Feuerzeitpunkten (F,), .y, — abbildet.
Allerdings sind die Netzein- und -ausgaben Vektoren von Zeitserien anstelle von Vektoren von
Zahlenwerten wie in herkémmlichen Neuronalen Netzen. Dies konnte wichtig fiir das Verstindnis
der Berechnung in biologischen Neuronalen Netzen sein, welche schnellstmdéglich auf sich stindig
dndernde Umgebungen reagieren miissen. Da die kiinstliche Variante dieser Netzwerke, die SNNs,
ebenfalls gut fiir diese Art der zeitabhingigen Signalverarbeitung geeignet sind, ist dieses Anwen-
dungsgebiet von besonderem Interesse fiir das Design von SNNs (aus [7]).

3 Berechnungspotenz

In [2] werden folgende Kernaussagen beziiglich der Berechnungspotenz von SNNs verschiedener
Typen aufgestellt und bewiesen. Auf die eigentlichen Beweise der Aussagen wird hier verzichtet,
da sie fiir das Versténdnis der spater folgenden Kapitel nicht entscheidend sind.

Der folgende verwendete Begriff der Simulation in Echtzeit bedeutet, dass eine Maschine M
durch eine Maschine M’ derart simuliert wird, dass jeder Rechenschritt von M nur eine konstante
Anzahl von Rechenschritten von M’ benétigt.
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— Es gibt Funktionen, welche von einem einzigen spikenden Neuron berechnet werden koénnen,
bei der Verwendung von ANNs mit Schwellwert- bzw. Sigmoidfunktionen jedoch eine grofe
Anzahl von versteckten Neuronen benétigen wiirden.

— Es ist moglich, ein SNN endlicher Grofie mit entsprechenden rationalen Gewichtswerten aus
[0,1] zu konstruieren, das eine beliebige Turing-Maschine in Echtzeit simuliert, sofern die
Antwort- und Schwellwertfunktionen des SNNs bestimmte Eigenschaften erfiillen (haupt-
sichlich die Eigenschaft, dass die von den Neuronen ausgesandten Impulse, also die PSPs,
kleine Segmente mit monoton steigender Charakteristik enthalten miissen).

— Ein SNN mit stiickweise konstanten Antwort- und Schwellwertfunktionen ist fiir Berechnun-
gen mit beschrinkten, reell-wertigen Ein- und Ausgaben echtzeit-dquivalent zu N-RAMs.
Bemerkung: N-RAMs sind Random Access Machines (RAMs) mit einer konstanten An-
zahl von Eingabe-, Ausgabe- und Arbeits-Registern und einem ausgezeichneten Register als
Akkumulator. Sie konnen beliebige endliche Programme zusammengesetzt aus den Befehlen
ADD(b), SUBTRACT(b), IF COMPARE(R) THEN GOTO, GOTO, LOAD(R), STORE(R)
und HALT ausfiihren, wobei LOAD und STORE auf dem Akkumulator arbeiten und ADD
sowie SUBTRACT nur konstante Werte zum Akkumulator addieren bzw. vom Akkumulator
subtrahieren konnen. Fiir eine genaue Definition siehe [2].

— SNNs mit stiickweise konstanten Antwortfunktionen und stiickweise monotonen und kon-

tinuierlichen Schwellwertfunktionen sind &quivalent zu SNNs mit stiickweise konstanten
Antwort- und Schwellwertfunktionen.
Die letzten beiden Aussagen zeigen sehr deutlich, dass die Einschriankung der Antwort-
und Schwellwertfunktionen auf stiickweise konstante Funktionen zu einer sehr deutlichen
Reduktion der Berechnungspotenz von SNNs fiihrt. Daher werden eher stiickweise lineare
Funktionen verwendet, durch welche diese Reduktion nicht auftritt.

— SNNs mit stiickweise konstanten Antwortfunktionen und stiickweise linearen Schwellwert-
funktionen mit rationalen Parametern sind fiir boolsche Eingabewerte echtzeit-dquivalent zu
endlichen Automaten (Deterministic Finite Auomatas, DFAs).

— Kein SNN mit stiickweise konstanten Antwortfunktionen und stiickweise monotonen und
kontinuierlichen Schwellwertfunktionen kann eine Turing-Maschine in polynomialer Zeit simulieren.
Dies bedeutet, dass die Berechnungspotenz fiir boolsche Eingabewerte (Bit Strings) und der
bereits genannten Einschrankung der Antwortfunktion auf stiickweise konstante Funktionen
noch weiter sinkt.

Aufgrund dieser Schliisse werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit Netzwerktypen verwendet,
welche die oben aufgefiihrten Einschrinkungen nicht aufweisen und somit echtzeit-dquivalent zu
Turing-Maschinen sind. Die einfachsten fiir die Antwort- und Schwellwertfunktionen moglichen
Funktionen, um die Echtzeit-Turing-Aquivalenz aufrecht zu erhalten, sind stiickweise linear.

4 Elementare Berechnungen

Bis jetzt ist wenig iiber die Berechnungsmoglichkeiten von SNNs unter Riickgriff auf das Tim-
ing einzelner Spikes bekannt. Allerdings ist flir ANNs das sogenannte “Sigmoidal Gate”, ein
Neuron mit der Sigmoidfunktion als Aktivierungsfunktion, der meist verwendete Baustein fiir
Berechnungen. Ein “Sigmoidal Gate” verwendet die Gewichtswerte w;, 1 < i < m — 1 und
einen “Bias” w,,, bekommt die Werte s;, ..., s;m—1 € [0,7] als Eingabe und berechnet die Funktion

o (Z?;Il w;S; + wm). Die Aktivierungsfunktion o wird Sigmoidfunktion genannt und ist mono-

ton, auf [0,7] beschrinkt und nicht konstant. Oft wird die Sigmoidfunktion stiickweise linear
definiert:
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0, wenn y<0
T (y) =9 ¥, wenn 0<y<vy
v, wenn Yy >

In den folgenden Unterkapiteln wird auf die Berechnung einfacher Funktionen hingefiihrt, wobei
der Berechnung einer gewichteten Summe aufgrund der Anwendung in “Sigmoidal Gates” spezielle
Bedeutung zukommt. Wenn ein “Sigmoidal Gate” mittels spikender Neuronen simuliert werden
kann, kénnen die bekannten Netzwerktypen dadurch automatisch auf SNNs angewandt werden,
auch wenn die Lernregeln nicht direkt {ibertragbar sind. Einige Unterkapitel wurden dabei in
Anlehnung an die entsprechenden Kapitel aus [2] und [7] dargestellt, wobei hier in einigen Bereichen
nur Zusammenfassungen prasentiert werden und auf die Details verzichtet wird.

4.1 Simulation von McCulloch-Pitts Neuronen

Ein McCulloch-Pitts Neuron ist der einfachste, sinnvoll anwendbare Typ von Neuronen. Es hat
reelle Gewichte a, ,, einen Schwellwert © und empféngt n bindre oder reell-wertige Eingangswerte
Z1,---,Tn- Sein Ausgang ist definiert als

{ 1, wenn Yo Quy- Ty >0
0, sonst

Die Verwendung von Sigmoidfunktionen zum Erzeugen eines reell-wertigen Ausganges anstelle
der Fallunterscheidung erlaubt es gegeniiber den einfacheren McCulloch-Pitts Neuronen nicht nur,
reell-wertige Funktionen zu berechnen, sondern erhéht auch die Berechnungspotenz fiir binire
Funktionen.

Man sieht sofort aus der Definition eines SNN, dass ein spikendes Neuron ein McCulloch-Pitts
Neuron mit bindren Eingéngen simulieren kann (folgende Konstruktion aus [7], jedoch erweitert
fiir das in dieser Arbeit verwendete, etwas komplexere, mathematische Modell). Dazu nehmen
wir an, dass alle Antwortfunktionen €, , der Synapsen identisch mit Ausnahme ihres Vorzeichens
(welches wir negativ fiir oy, », < 0 und positiv fiir e, , > 0 wihlen) sind und alle presynaptischen
Neuronen u, die {iberhaupt feuern, zum selben Zeitpunkt t,, = Tinpyt feuern. In diesem Fall kann
man aus der Definition des ersten Element von F), ableiten, dass das spikende Neuron v genau
dann und nur dann feuert, wenn

Z Wy, " Euv Z 90(0)

u feuert zur Zeit Tinput

wobei €, der Extremwert von €,,(s) (also €y, = maxs(ey,(s)) wenn &,, einen EPSP
darstellt bzw. &,, = ming(e,,(s)) wenn e, einen IPSP darstellt), w,,, > 0 ein Synapsen-
gewicht und ©,(0) der konstante Schwellwert des Neurons v bei Abwesenheit von unmittelbar
zuvor gefeuerten Impulsen sind. Dann kann das spikende Neuron v mit wy,y := v /€uv jedes
beliebige McCulloch-Pitts Neuron nach obiger Definition simulieren, wenn die bindren Eingabew-
erte x1, ..., ¢, durch das Feuern bzw. Nicht-Feuern der presynaptischen Neuronen v = 1,...n zum
gemeinsamen Zeitpunkt Tjnpy kodiert werden und der bindre Ausgang durch das Feuern bzw.
Nicht-Feuern des Neurons v im relevanten Zeitfenster kodiert wird.

Allerdings zeigt sich bei naherer Betrachtung, dass es bedeutend schwieriger ist, diese Sim-
ulation von McCulloch-Pitts Neuronen durch spikende Neuronen fiir Netzwerke mit mehreren
Schichten durchzufiithren. Dies riihrt daher, dass der exakte Feuerzeitpunkt des Neurons v von
seinem konkreten Eingabevektor 1, ...,zn abhéngt. Ist die Summe 37, rovers 2ur Zeit Tinpu Wusv *
Eu,v — O4(0) deutlich tiber 0, so wird der Schwellwert ©,(0) frither iiberschritten als bei einem
Eingabevektor, dessen Summe ) Feuert zur Zeit Tinpus Witso " Eup = 0, (0) zwar positiv, aber nahe bei
0 liegt. Daher wiirden die spikenden Neuronen der ersten Schicht in einer Simulation nach oben
beschriebener Konstruktion im allgemeinen Fall zu leicht unterschiedlichen Zeitpunkten feuern,
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auch wenn alle Eingabeneuronen zum selben Zeitpunkt Tj,py: feuern wiirden. Durch den Verlust
der Synchronitét nach bereits einer Schicht ist die Konstruktion von mehrschichtigen Netzwerken
nach diesem Modell also unmoglich, da die Eingabewerte fiir die zweite Schicht die erforderliche
Eigenschaft der Synchronitat bereits nicht mehr aufweisen.

Um dies auszugleichen, werden separate Synchronisationsmechanismen benétigt, wie z.B. zusét-
zliche spikende Neuronen. Anstatt ein Neuron v wie oben beschrieben direkt zum Feuern zu brin-
gen, wird dann sichergestellt, dass es bei ), Feuert zur Zeit Tippus Wusw *Eup > ©,(0) nicht durch die
zusétzlichen spikenden Neuronen am Feuern gehindert wird. Diese zusétzlichen hindernden Neu-
ronen werden direkt mit den Eingabeneuronen verbunden, die den Eingabevektor 1, ..., ,, durch
ihr Feuern bzw. Nicht-Feuern kodieren, wobei die anregende Kraft fiir das Feuern des Neurons
v nun von Neuronen ausgeht, die unabhingig von der Eingabe sind. Mit dieser in [3] genauer
beschriebenen Konstruktion ist es prinzipiell moglich, jedes beliebige boolsche Schaltnetz und in
der Abwesenheit von Rauschen sogar jede beliebige Turing-Maschine zu simulieren.

Allerdings ist es auch moglich, eine Beinahe-Synchronisation der Feuerzeitpunkte mit Hilfe
einer gemeinsamen Hintergrunderregung, z.B. einer anregenden Hintergrundoszillation sin(wt),
welche zu den Potentialen aller spikenden Neuronen addiert wird, zu erreichen. Durch geeignete
Einstellung aller Parameter kann so erreicht werden, dass die Schwellwerte aller Neuronen nur
dann iiberschritten werden kénnen, wenn die Hintergrundoszillation nahe ihres Maximums ist
(fiir eine genaue Beschreibung vgl. [8]). Es zeigt sich auch, dass Berechnungen mit bindren
Kodierungen hochstwahrscheinlich in solchen biologischen neuronalen Systemen vorkommen, die
eine stark oszillierende Komponente aufweisen.

Allerdings muss die Frage gestellt werden, ob eine erzwungene Synchronisation in allen Fallen
die bessere Wahl darstellt, da in den kleinen Unterschieden zwischen den Feuerzeitpunkten wertvolle
Information kodiert ist, welche durch die Synchronisation zerstért wird. Es konnte sinnvoll sein,
mit asynchronen oder lose synchronisierten Systemen zu arbeiten.

4.2 Berechnungen mit temporaler Kodierung

Bei dieser Art der Kodierung werden reelle Zahlen in den exakten Feuer- bzw Ankommenszeitpunk-
ten einzelner Spikes kodiert, was besonders fiir schnelle Informationsverarbeitung grofse Vorteile
bietet. Ein einzelner Spike tragt bereits die entscheidende Information, es ist nicht notig, mehrere
Spikes zu empfangen, bevor die Berechnung in einem Neuron durchgefiihrt werden kann (so wie
dies z.B. bei Verwendung von Feuerraten, also der Anzahl von empfangenen Spikes in einem bes-
timmten Zeitfenster, nétig wire).

4.2.1 Erkennung von Gleichheit

Ein spikendes Neuron kann zur Erkennung von Gleichzeitigkeit von ankommenden Spikes dienen,
also bei Kodierung von reellen Zahlen in den Ankommenszeitpunkten der einzelnen Spikes erken-
nen, ob diese Zahlen den gleichen bzw. beinahe gleichen Wert haben. Fiir diese Operation findet
sich keine Aquivalenz bei herkdmmlichen neuronalen Netzen, bei welchen dies nur mit signifikan-
tem Aufwand und unter Einsatz mehrere Neuronen bewerkstelligt werden kann.

Zur Konstruktion nehmen wir an, dass alle Neuronen u = 1, ..., n direkte Vorgédnger des Neurons
v sind, alle die selbe Ubertragungsverzogerung dy,» aufweisen und alle Synapsengewichte w,, , =1
fiir u = 1, ...,n sind. Weiters nehmen wir an, dass die Antwortfunktionen ¢, , definiert sind als

1 s —dy 5§ —dyy
ww — T~ -] = - -H(s — U,V
£ 1—(75/Tm) [C-Tp( Tm ) ewp( Ts )] (s—d 7 )

mit Zeitkonstanten 0 < 75 < 7,,. Ein EPSP von derartiger Form besteht aus einer annih-
ern linear ansteigenden Phase fiir kleine s, exponentiellem Abfall fiir grofie s und einem glatten
Ubergang zwischen beiden Phasen, wenn er den maximalen Wert erreicht. Fiir alle beliebigen
Werte von 75 und 7, mit 75 < 75, lassen sich Konstante 0 < ¢; < ¢z und 0,(0) finden, sodass
P,(t) < ©,(0) fiir beliebige Eingaben bestehend aus einer beliebigen Anzahl von EPSPs, deren
zeitliche Distanz > ¢z und P,(t) > 0,(0) fiir zwei EPSPs mit zeitlicher Distanz < ¢;.
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Wenn nun z.B. n reelle Zahlen x4, ..., z,, durch die Feuerzeitpunkte der n direkten Vorgingerneu-
ronen von v kodiert werden, und das Feuern von v als “1” bzw. das Nicht-Feuern von v als “0”
interpretiert wird, dann berechnet das Neuron v die partielle Funktion ED,, : R"® — {0,1}:

1, wenn Ju £ u' |z, — Ty | <
ED,(x1,...;y) = 0, wennVu £ u' 1 Ty — Ty | > 2
unde finiert, sonst

Andererseits bendtigt ein beliebiges vorwartsgekoppeltes, in Schichten strukturiertes neuronales
Netzwerk, bestehend aus McCulloch-Pitts Neuronen oder sigmoidalen Gattern mit beliebigen
Gewichts- und Schwellwerten mindestens log(n!) > % - log(n) Gatter in der ersten Schicht, um
ED,, berechnen zu koénnen. Ein Beweis dieser Behauptung kann in [11] nachgelesen werden.

4.2.2 Radiale Basisfunktionen (RBF)

Wenn statt gleicher Ubertragungsverzogerungen dy,v, wie im vorherigen Kapitel verwendet, fiir
jedes presynaptischen Neuron u verschiedene Verzogerungen d,, ,, zum Neuron v verwendet werden,
kann die Konstruktion zur Erkennung von Gleichheit erweitert werden, um komplexere temporale
Muster zu erkennen. Diese Verzdgerungen d, , représentieren eine neue Art von Parametern,
welche ebenfalls keine Entsprechung bei herkémmlichen neuronalen Netzen haben. In verschiede-
nen biologischen neuronalen Netzen scheint es, dass diese Verzdgerungen durch Lernen angepasst
werden. Zusétzlich dazu kénnen auch die Gewichte w,, und der Schwellwert ©,(0) angepasst
werden, um spezifische temporale Muster besser erkennen zu kénnen. Im Extremfall kann 0,(0)
so weit angehoben werden, dass alle Spikes der presynaptischen Neuronen u beinahe simultan
ankommen miissen, um das Neuron v zum Feuern zu bringen. In diesem Fall verhilt sich das
Neuron v wie eine RBF-Einheit herkémmlicher neuronaler Netzwerkmodelle. Es wird nur dann
feuern, wenn alle presynaptischen Neuronen u zu Zeitpunkten ¢, feuern, sodass fiir eine Konstante
Tinpue fir alle w gilt, dass ¢y, = Tinput — du,v, Wobei der Vektor (d, ) die Rolle des Zentrums der
RBF-Einheit einnimmt (vgl. [8]).

In [8] wird auch aufgezeigt, dass es vorteilhaft sein kann, die externen sensorischen Inputs
Yy logarithmisch zu kodieren als z, = log(y,) fiir die Feuerzeitpunkte ¢, = Tippur — . Weil
spikende Neuronen temporale Muster unabhéngig von additativen Konstanten in deren Ankom-
menszeitpunkten erkennen konnen, konnen sie mit Hilfe logarithmischer Kodierung auch konstante
Faktoren A in den Sensor-Inputs (X -y,) ignorieren. Dies konnte mit der Fahigkeit biologischer
neuronaler Netze zusammenhédngen, Muster iiber ein breites Spektrum von Intensitdten hinweg
klassifizieren konnen, wie z.B. visuelle Muster bei stark unterschiedlichen Beleuchtungsbedingun-
gen.

4.2.3 Gewichtete Summe

Bei den bisher gezeigten Berechnungsarten in temporaler Kodierung besteht das Problem, dass
Input und Output der Neuronen nicht das selbe Kodierungsschema verwenden. So z.B. bei der
Erkennung von Gleichheit, wo die Input-Werte als Feuerzeitpunkte, der Output-Wert jedoch binér,
also durch Feuern bzw. Nicht-Feuern, kodiert werden. Fiir Netzwerke mit mehreren Layern ist
dies offensichtlich nicht wiinschenswert, da eine direkte Kopplung eines Neurons mit einem an-
deren Neuron mit gleichem Aufbau unmoglich wird. Statt dessen sollten die Neuronen das selbe
Kodierungsschema fiir Inputs sowie Output verwenden, wobei der Feuerzeitpunkt des Neurons v
von den den Feuerzeitpunkten der presynaptischen Neuronen abhingen und durch die internen Pa-
rameter w,,, und d, , kontrolliert werden soll. Dazu nehmen wir an, dass die Antwortfunktionen
€u,v €in wie frither angegebenes Verhalten aufweisen, also €,,,(s) = 0 fiir s < d,,, und anschliefend
anndhernd linear mit Faktor A, , fiir ein Intervall der Linge mindestens R > 0 ansteigen bzw.
abfallen. Weiters sollen sie presynaptischen Neuronen u = 1,...,n zu den Zeiten t, = Tipput — Ty
feuern, wobei x,, der jeweils zu kodierende Input-Wert ist. Wenn der Schwellwert ©,(0) des Neu-
rons v von dessen Zustandsvariable Eue‘,’ (uye B Wuv -€q,0 (t —ty) zum Zeitpunkt ¢, iiberschritten
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wird, solange alle Antwortfunktionen &, ,(t — t,) in deren linearer Phase der Linge > R sind, so
ist der Feuerzeitpunkt ¢, des Neurons v bestimmt durch die Gleichung

Z Wy,v * Euv (tv - tu) = Z Wy, - /\u,v . (tv —ty — du,v) =0, (0)
ueV ueV
(u,v) € E (u,v) € E

Durch Umformen dieser Gleichung unter Ersetzung von EuEV, (uwyer Yuyo ° Auy = A und
ty = Tinput — %, erhdlt man

t, = @v)\(o) + Z wu,'u)\)\u,v . (Tz'nput . +du,v)
u€evV
(u,v) € E
oder
ty = output — Z Oy,v * Ty
u€eV
(u,v) € E

fir die von den Input-Werten abhéngige Variable T,yipu := 9”)\(0) + ey, (u,0)€E w"”f’\“ .

(Tinput + du,v) und formale Gewichte o, , = w"”f)‘“”, welche automatisch normalisiert sind (laut

Definition von A ist die Summe aller a,, , gleich 1). Dabei ist der Ausgabewert ZuEV,(u,v)E 5 Q-
z,, durch das selbe Kodierungsschema ausgedriickt wie die analogen Eingabewerte z,, ndmlich
durch den Feuerzeitpunkt t,.

4.2.4 Simulation von sigmoidalen Gattern

Zur Simulation eines sigmoidalen Gatters ist es notig, dass das Neuron v zum Zeitpunkt Tfytput
feuert, wenn ZuEV,(u,v)EE Oy,y - Ty < 0 und zum Zeitpunkt Tyyepus — v Wenn ZueV,(u,v)EE Oy
Xy > 7y ist (fiir eine Wahl der Konstante 7 siehe [2]). Dies kann durch zusitzliche anregende
und hemmende presynaptische Neuronen erreicht werden, wenn auch nur bis zu einer gegebenen
Genauigkeit € mit v > € > 0. Dabei hindern die hemmenden Neuronen das Neuron v vom Feuern
vor dem Zeitpunkt Tf,y¢pyt —y — € und die anregenden Neuronen sorgen dafiir, dass v nicht spéter
als zum Zeitpunkt Toyepy: feuert. Fiir Details dazu siehe [2].

4.2.5 Universelle Approximation kontinuierlicher Funktionen

Durch die in den vorherigen Kapiteln gezeigten Berechnungsverfahren kénnen SNNs konstru-
iert werden, welche beliebige beschrinkte, kontinuierliche Funktionen mit temporaler Kodierung
berechnen. Da bei der Simulation von sigmoidalen Gattern die Inputs und der Ouput das selbe
Kodierungsschema verwenden, kénnen die Outputs einer Schicht von Neuronen als Inputs einer
anderen Schicht von Neuronen verwendet werden. Unter der Annahme, dass die initialen Seg-
mente der Antwortfunktionen &, ,(s) linear sind, kann folgendes Theorem bewiesen werden (Be-
weis siehe [10]): Jedes beliebige vorwdirtsgekoppelte oder periodische analoge neuronale Netzwerk
(zum Beispiel jedes beliebige mehrschichtige Perzeptron), bestehend aus s sigmoidalen Gattern mit
einer bestimmten Sdattigungsfunktion, kann beliebig genau durch ein Netzwerk von s + c spikenden
Neuronen mit analogen, temporal kodierten FEin- und Ausgingen simuliert werden, wobei ¢ eine
eine kleine Konstante ist. Dies kann auch durchgefihrt werden, wenn die spikenden Neuronen
Rauschen ausgesetzt sind.

Dies zeigt wiederum, dass die Berechnungspotenz spikender neuronaler Netze grofier ist als die
herkdmmlicher Netzwerktypen, da jedes beliebige sigmoidale neuronale Netz zwar von einem nur
unwesentlich grofieren (die Grofie wird als die Anzahl der verwendeten Neuronen definiert) spik-
enden neuronalen Netzwerk mit temporaler Kodierung simuliert werden kann, bestimmte Typen
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von spikenden Neuronalen Netzwerken jedoch nur durch erheblich grofiere sigmoidale neuronale
Netzwerke simuliert werden kénnen (wie z.B. die Erkennung von Gleichheit).

Es ist bekannt, dass vorwartsgekoppelte sigmoidale neuronale Netzwerke jede beliebige beschriank-
te, kontinuierliche Funktion F : [0,1]™ — [0, 1]™ mit beliebiger Genauigkeit approximieren kénnen.
Aus dem oben genannten Theorem ergibt sich damit automatisch, dass beschrankte, kontinuier-
liche Funktionen auch beliebig genau durch SNNs mit analogen, temporal kodierten Ein- und
Ausgingen approximiert werden kdnnen.

4.3 Berechnungen mit Populationskodierung

In biologischen neuronalen Netzen zeigen sich auch Verhaltensstrukturen, die die Verwendung
von Populationskodierung (population code, space rate code) nahe legen. Dabei werden analoge
Werte z € [0,1] durch den Prozentsatz von Neuronen einer bestimmten Gruppe / Population,
welche innerhalb eines kleinen Zeitfensters feuern, kodiert. Obwohl empierische Ergebnisse zeigen,
dass diese Art der Kodierung in vielen kortikalen Systemen verwendet wird, ist bisher unklar,
wie Berechnungen mit Hilfe eines solchen Codes durchgefiihrt werden kénnen. Eine Methode zur
Approximation beliebiger kontinuierlicher Funktionen [0,1]™ — [0, 1]™ mit populations-kodierten
Ein- und Ausgaben durch SNNs mit 3 Schichten kann in [7] nachgelesen werden, wegen der derzeit
fehlenden praktischen Relevanz wird jedoch in dieser Arbeit nicht ndher darauf eingegangen.

4.4 Berechnungen mit Feuerraten

In bisherigen kiinstlichen neuronalen Netzen (ANNs) wurde die Verbindung zu den biologischen
Vorbildern hergestellt, indem die Feuerrate der zwischen den natiirlichen Neuronen iibertragenen
Spikes als reelle Zahl zwischen 0 und 1 modelliert wurde. Daraus lasst sich ableiten, dass bei
kiinstlichen Neuronen mit sigmoidalen Aktivierungsfunktionen der Ausgangswert einen Zusam-
menhang mit der Summe der Eingangswerte aufweist. Auch bei natiirlichen neuronalen Netzw-
erken besteht ein Zusammenhang zwischen der Feuerrate eines Neurons und den Feuerraten dessen
presynaptischer Neuronen.

Es existieren hinreichende empierische Beweise, dass Information iiber dufsere Reize in biologis-
chen neuronalen Netzen in Feuerraten der Sensoren kodiert ist. So wird z.B. eine kontinuierliche
Belastung eines Dehnungs-Rezeptors direkt auf die Feuerrate bzw. Frequenz der von ihm ausge-
sendeten Spikes abgebildet (vgl. dazu [1], Seite 6f). Allerdings gibt es Zweifel dariiber, ob die
Feuerrate eines natiirlichen Neurons v wirklich von den Feuerraten x, der presynaptischen Neu-
ronen u in einer Form abhéngt, die sich durch einen Term g(3_,,cy. (wvyeE Wu,v - ) ausdriicken
lasst.

Aktuelle biologische Untersuchungen zeigen, dass sich bei biologischen Synapsen oberhalb einer
“Grenzfrequenz”’ von ungefahr 10 Hz die Amplituden der PSPs (Spikes) umgekehrt proportional zur
Feuerrate z,, des jeweiligen presynaptischen Neurons verhalten. Um diese Erkenntnisse im math-
ematischen Modell fiir natiirlichen Neuronen abbilden zu kénnen, miissten die bisher konstant
angenommenen Gewichtsfaktoren w,, ,, welche die biologischen Synapsenstédrken représentieren,
durch Funktionen wy, (), welche von den Feuerraten z,, der presynaptischen Neuronen u abhén-
gen, ersetzt werden. Diese Funktionen w,, ,(z,) miissten proportional zu i sein. Dann allerdings
wiirde die gewichtete Summe EueV, (u,0)€E Wy, (Ty) - Ty, welche das Potential der biologischen
Neuronen modelliert, eines Neurons v nicht mehr von den Feuerraten z, derer presynaptischen
Neuronen u abhingen, welche oberhalb der Grenzfrequenz feuern.

Eine weitere Besonderheit in Zusammenhang mit Kodierung durch Feuerraten wurde in [9]
prisentiert. Es wird gezeigt, dass bei einem zur Erkennung von Gleichzeitigkeit arbeitenden spik-
enden Neuron, welches als Eingabe Spikefolgen aus stochastisch unabhingigen Poisson-Prozessen
erhilt, die Feuerrate seines Ausganges in bestimmten Parameterbereichen proportional zum Pro-
dukt der Feuerraten seiner Eingabe-Spikefolgen ist. Dies folgt daher, dass bei einer Menge von
unabhingigen Poisson-Prozessen die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Ereignisses innerhalb
des selben, kleinen Zeitfensters in allen Prozessen proportional zum Produkt der Auftrittswahrschein-
lichkeiten der einzelnen Poisson-Prozesse ist. Wenn man also annimmt, dass ein Neuron v genau
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dann feuert, wenn alle seine presynaptischen Neuronen innerhalb eines kleinen Zeitfensters feuern,
dann ist seine Feuerrate ungefdhr proportional zum Produkt der Feuerraten der presynaptischen
Neuronen u.

Diese Ergebnisse zeigen bereits, dass die Kodierung mit Feuerraten in SNNs einige Probleme
bereitet und vermutlich deshalb noch wenige Arbeiten zu diesem Thema existieren.

4.5 Berechnungen mit temporalen Korrelationen

In [7] wird auf die Moglichkeit hingewiesen, die Korrelationen bzw. Gleichzeitigkeit von Feuerzeit-
punkten verschiedener Neuronen in Berechnungen einflieflen zu lassen. Dieses Konzept hat kein
Aquivalent bei herkémmlichen neuronalen Netzen und kann auf mikroskopischer Ebene - bei den
Zeitpunkten einzelner Spikes - sowie auf makroskopischer Ebene - bei den statistischen Korrela-
tionen von Spikefolgen - angewandt werden. Es wird auch ein mathematisches Modell prisentiert,
welche diese Kodierung verwendet und eine quantitativ grofiere Berechnungspotenz als bisher ver-
wendete Kodierungsverfahren aufzuweisen scheint.

5 Emulation von Hopfield-Netzwerken

Dieses Kapitel stellt eine Zusammenfassung von [5] mit Anpassung an die in dieser Arbeit ver-
wendeten Konventionen dar.

Bei der Emulation von Hopfield-Netzwerken mit SNNs wird von der in vorherigen Kapiteln
beschriebenen temporalen Kodierung von Werten z € [—1,1]" Gebrauch gemacht, bei welcher die
Feuerzeitpunkte der Neuronen u durch die reellen Zahlen z,, € [-1,1] als T' — ¢ - z,, (fiir sinnvoll
gewahlte Konstante T und c) gegeben werden. Zur Konstruktion von SNNs zur Approximation
beliebiger Hopfield-Netzwerke wird fiir die dazu verwendeten Neuronen das {ibliche Modell leaky
integrate-and-fire neuron with noise oder das etwas allgemeinere spike response model verwendet.
Die einzige konkrete, fiir die Konstruktion notige Annahme ist, dass die initialen Segmente der
Antwortfunktionen linear ansteigend (bei EPSPs) bzw. linear abfallend (bei IPSPs) sind.

Gegeben sei ein beliebiges Hopfield-Netzwerk H mit stufiger Antwort (im Gegensatz zu binédrer
Antwort) und synchronem Update. Es wird angenommen, dass H aus n sigmoidalen Gattern
u = 1, ..., n mit beliebigen Gewichten w,, ,, € R und einer stiickweise linearen Aktivierungsfunktion
omit o(z) = —-1fiirz < —1,0(z) =z fiir -1 <z <1und o(z) =1 fiir z > 1.

Dann kann jede Berechnung von H durch ein periodisches SNN Sg aus n spikenden Neuro-
nen (mit O(1) zusétzlichen Hilfsneuronen) mit temporaler Kodierung approximiert werden. Eine
Eingabe, Ausgabe oder ein interner Zustand von H der Form (z,...,x,) € [-1,1]" wird in Sy
reprasentiert durch temporale Kodierung, also einem Muster von Spikes in Sy, bei welchem ein
Neuron w zum Zeitpunkt k - T — ¢ - Z,, feuert, wobei |z, — Z,| beliebig klein werden kann. Die
Referenzzeitpunkte k - T' fiir kK = 0,1, ... werden definiert von O(1) periodisch feuernden Hilfsneu-
ronen in Sg. Jeder Fixpunkt von H entspricht einem stabilen periodischen Muster von Spikes in
Su. Die Gewichte w,,, in Sy sind gleich (entsprechend skaliert) denen der korrespondierenden
Kantengewichte in H.

Der Beweis dieser Konstruktion (siehe [6]) griindet darauf, dass bei bestimmter Wahl der
Parameter ein spikendes Neuron die Berechnung einer gewichteten Summe durchfiihren kann, wie
in einem vorherigen Kapitel beschrieben.

In [5] werden auch die Ergebnisse von Simulationen dieser Konstruktion unter Zuhilfenahme
realistischerer Modelle in GENESIS présentiert. Dabei stellt sich heraus, dass die Berechnung ein-
er gewichteten Summe durch spikende Neuronen, also die Grundberechnungsart der obigen Kon-
struktion, durch die schnell ansteigenden EPSPs theoretisch ein sehr kurzes Zeitfenster (im Bereich
von 1 ms) erfordern wiirde, damit alle EPSPs wihrend der Summenbildung in ihrer annihernd
linearen Phase sind. Diese kurze Zeitspanne wére allerdings schon temporalen Ungenauigkeiten
und Rauschen unterworfen. Die Simulationen in realistischeren Modellen zeigen aber, dass im
Gegensatz zur Theorie die Berechnung noch besser funktioniert und ein zuséatzlicher Oszillator zur
Erzeugung der Referenzzeitpunkte k- T fiir £ = 0,1, ... nicht nétig ist.

10
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6 Uberwachtes Lernen

In den bisherigen Kapiteln wurde auf die Emulation bekannter Netzwerktypen mit SNNs einge-
gangen, ohne jedoch den Lernvorgang zur Bestimmung der Synapsengewichte miteinzubeziehen.
In den folgenden Unterkapiteln, welche aus [2] zusammengefasst wurden, werden Mdoglichkeiten
zum {iberwachten Training von Synapsengewichten in SNNs prisentiert.

Ublicherweise verwendet man bei Neuronalen Netzen die Hebb’sche Regel als Grundlage der
Lernverfahren, also eine Synapse wird verstirkt, wenn sowohl das presynaptische also auch das
postsynaptische Neuron zur selben Zeit eine hohe Feuerrate aufweisen. Da hier das Lernen mit
temporaler Kodierung (die Werte werden in den Feuerzeitpunkten einzelner Spikes kodiert) be-
trachtet wird, wird auch eine abgewandelte Hebb’sche Lernregel verwendet. Dabei dndert sich
das Synapsengewicht abhingig von der Zeitdifferenz der einzelnen presynaptischen und postsy-
naptischen Feuerzeitpunkte. In den folgenden Unterkapiteln werden Lernverfahren présentiert,
bei denen ein bestimmtes Fehlersignal verfiigbar ist. Das Ziel des Lernvorganges ist, dass das
Synapsengewicht derart verdndert wird, dass der presynaptische Spike das postsynaptische Neu-
ron nach einer vorbestimmten Zeit zum Feuern bringt. Die Uberwachung des Lernvorganges erfolgt
durch ein zusétzliches presynaptisches Neuron, welches anzeigt, wann das postsynaptische Neuron
durch den ersten presynaptischen Spike zum Feuern angeregt hitte werden sollen.

6.1 Einzelne Synapsen

In diesem Kapitel wird eine mogliche Lernregel angegeben, die das Erlernen vorgegebener Gewichte
fiir einzelne Synapsen erlaubt, wobei die Anderungen des Synapsengewichtes nur durch einzelne
pre- und postsynaptische Spikes bestimmt wird. Die Synapse erhdlt zwei Spikes und das Ziel
ist, dass das Synapsengewicht auf einen Wert abhéngig von der zeitlichen Differenz dieser beiden
Spikes eingestellt wird.

Da eine Synapse nicht das Feuern der Spikes am Neuron, sondern nur die Ankunft des Spikes
wahrnehmen kann, wird in diesem Kapitel der Einfachheit halber mit Ankunftszeiten der presy-
naptischen Spikes anstatt deren Feuerzeitpunkten gearbeitet. Wenn also von Feuerzeitpunk-
ten gesprochen wird, sind eigentlich die jeweiligen Ankunftszeitpunkte an den entsprechenden
Synapsen gemeint, welche sich durch d¢ von den Feuerzeitpunkten unterscheiden (Verzégerung
bis zur Synapse). Weiters wird wiederum angenommen, dass die initialen Segmente der EPSPs
bzw. IPSPs linear ansteigen bzw. abfallen.

Wie nehmen an, dass Neuron u eine anregende Verbindung zu Neuron v hat und das Gewicht
der Synapse (u,v) erlernt werden soll. Neuron u feuert zu einer bestimmten Zeit ¢, und bringt
dadurch Neuron v zum Feuern zur Zeit t,. Neuron u feuert ein zweites Mal zur Zeit tg > t,,
wodurch sich der Eingangswert von v an (u,v) als ty — t,, ergibt und die Lernregel zur Anderung
des Gewichtswertes wie folgt definiert werden kann:

Awyy =1 - (ty — to)

Dabei gibt 7 > 0 die Lernrate an, welche vor Beginn des Lernens gew#hlt und wihrend der
gesamten Lernphase konstant gehalten werden muss. Die Zeitdifferenz t, —t¢ zwischen dem Ankun-
ftszeitpunkt ty des presynaptischen Spikes an u und dem Feuerzeitpunkt ¢, des postsynaptischen
Spikes an v kann als Fehler interpretiert werden, welcher durch das Lernen verringert wird und
gegen 0 konvergieren soll.

Folgend soll ein Beweis des folgenden Theorems angedeutet werden: Gegeben sind zwei Neuro-
nen u und v mit einer anregenden Synapse (u,v), welche eine Antwortfunktion €,, mit initialen
linearen Segmenten aufweisen. Das Intervall [Wimin, Wmaz] € RY sei der mdgliche Wertebere-
ich fir das Synapsengewicht w, , und die Lernrate n sei eine beliebige reelle Zahl im Bereich
0<n<w?, [(©,— Pret), wobei Pre®t das Ruhepotential des Neurons v angibt, wenn dieses
keinen Input erhdlt. Wenn Neuron u zweimal innerhalb jedes Lernzyklusses mit konstanter Zeitdif-
ferenzto—t, feuert und w, , nach der Regel Aw,, , = n-(t,—to) verdndert wird, dann wird die Folge
der Gewichtswerte fiir beliebige Anfangswerte aus [Wmin, Wmaz] gegen W = (0, — PT)/(to — ty,)
konvergieren.

11
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Zum Beweis dieses Theorems muss zuerst gezeigt werden, dass der einzige Fixpunkt der Lern-
regel
" (')v _ Pgest
w=———-
tO - tu
ist. Die Anwendung der oben angefiihrten Lernregel zur Anderung der Gewichtswerte &ndert
Wy,y genau dann nicht, wenn der zweite Spike von u zum Zeitpunkt to und der Spike von v
zum Zeitpunkt ¢, exakt zum selben Zeitpunkt auftreten, also ¢, = t3. Durch die Annahme der
Linearitét der initialen Segmente der EPSPs erhélt man

PJSSt + W - (tv — tu) — ®v
Durch Ersetzen von ¢, = to erhilt man

e, — Prest
v v
w

to —ty =

was dquivalent zu oben angegebenem Fixpunkt ist. Weiters muss zum vollstindigen Beweis
des Theorems auch gezeigt werden, dass jedes beliebige w € [Wmin,Wmaee] durch wiederholte
Anwendung der Lernregel gegen w konvergiert. Dabei ist eine Fallunterscheidung fiir die beiden
Falle w,,, > w und w,,, < w ndtig. Die Details dieses Beweises werden hier nicht ndher ausgefiihrt
und konnen in [2] nachgelesen werden.

Der Ankunftszeitpunkt to des zweiten von u gesendeten Spikes bestimmt daher, wann das Neu-
ron v feuern soll, wodurch eine gezielte Einstellung des Synapsengewichtes abhéngig vom gewiin-
schten Feuerzeitpunkt von v bei gegebenem Ankunftszeitpunkt ¢, des presynaptischen Spikes
moglich wird. Der Wert des Synapsengewichtes wy,, , selbst muss zur Erreichung dieses Ziels nicht
bekannt sein.

6.2 Mehrere Synapsen

Mit der im vorherigen Kapitel beschriebenen Methode kénnen die Gewichte einzelner Synapsen
gelernt werden. Da jedoch ein Neuron v meist Inputs von mehreren Neuronen u = 1,...,n mit
entsprechenden Gewichtswerten w,, , erhilt, miissen alle diese Gewichtswerte gelernt werden, um
das Neuron v steuern zu konnen. Diese Gewichte kénnen auch durch die bereits beschriebene
Methode sequentiell gelernt werden, indem das Neuron v in jedem Lernzyklus nur Inputs von
jeweils einer einzelnen Synapse empfiangt. Der Lernvorgang wire wesentlich effizienter, wenn
diese Gewichte parallel gelernt werden kénnten, warauf nun folgend eingegangen wird. Bei der
zuvor beschriebenen Methode wiirde sich beim parallelen Training mehrerer Synapsen das Problem
ergeben, wie der durch ¢, — to definierte Fehler auf die verschiedenen Synapsen aufgeteilt werden
soll, um die jeweiligen Aw,, , zu berechnen.

Eine mogliche Losung wird in [2] présentiert und hier zusammengefasst. Sie stiitzt sich auf eine
Normalisierung aller Gewichtswerte nach jedem Lernzyklus, wodurch ein unendliches Anwachsen
von Gewichtswerten verhindert wird. Wenn der Gewichtsvektor w = (wy,,) fiir v = 1,...,n so
normalisiert wird, dass ||w|| = 1 ist, kann eine Hebb’sche Lernregel wie folgt definiert werden:
Das Ziel des Lernens ist, dass w = w fiir einen gewiinschten Gewichtsvektor @ mit ||@|| = 1. Das
Neuron v empfingt nun von einer zusitzlichen Synapse mit ausreichend starkem Gewichtswert
einen Input-Spike, sodass v genau zum Zeitpunkt ¢o feuert. Die Synapse (u,v) erhilt einen Input-
Spike vom Neuron u zum Zeitpunkt t,, sodass to — t, = Wy,,. Weiters wird durch ausreichend
viele IPSPs von zusétzlichen hemmenden Synapsen sichergestellt, dass v nicht vor ¢y feuert. Die
Lernregel wird zwei-schrittig definiert:

1) Awypy=n-(to—tu), 1<u<n
(2) mormalisiere den entstandenen Gewichtsvektor w

Wenn 7 > 0 ist, gilt folgendes Theorem {iber die Konvergenz des Lernverfahrens: Gegeben sei
ein Neuron v mit anregenden Synapsen (u,v) fir u = 1,...,n und sei w ein Gewichtsvektor mit

12
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|lw|| =1 und n > 0 die Lernrate. Dann konvergiert die durch obige Lernregel erzeugte Folge von
Gewichtsvektoren fiir jeden beliebigen Startvektor gegen w.

Zum Beweis dieses Theorems ist es wiederum nétig zu zeigen, dass w ein Fixpunkt der Lernregel
ist und dass die Folge der w,,, konvergiert. Letzteres wird in [2] gezeigt und wird deshalb hier
nicht weiter angefiihrt. Zum Beweis des ersten Kriteriums (in [2] nicht explizit aufgefiihrt) nehmen
wir an, dass

w™ =

[

also dass der Gewichtsvektor nach dem m-ten Berechnungsschritt gleich w, dem zu erlernenden
Gewichtsvektor, ist.
Durch Einsetzen der Definition von t,, in (1) der Lernregel ergibt sich

Awu,v =n- mu,v
und somit fiir den im ersten Schritt neu berechneten neuen Gewichtsvektor

Durch das anschlieffende Normalisieren von w™*! ergibt sich also (mit [|w™|| = 1)

w — —

mi1 W™l 1+n)-w™ _ (Q4+n)-w™ _(Q+n-w™ _
lw™ ) 1A +m)-w™  (1+mn)-[lw™|| (1+n)

Somit ist w ein Fixpunkt der Lernregel.

Mit entsprechenden Transformationen kann das beschriebene Verfahren auch zum Lernen von
Gewichtswerten aufierhalb des Intervalls [0,1] in einem allgemeineren Intervall [wpin, Wmaz] C
Rtangewandt werden. Im Gegensatz zum Lernen mit einzelnen Synapsen wird hier nicht verlangt,
dass die EPSPs ein initiales lineares Segment aufweisen.

Allerdings besitzt diese parallele Lernregeln einen gravierenden Nachteil zum Lernen einzel-
ner Synapsen: Der Zusammenhang zwischen dem Feuerzeitpunkt von v und dem eingestell-
ten Gewichtsvektor w geht vollstindig verloren. Es ist nicht mehr moglich, einen gewiinschten
Feuerzeitpunkt ¢, des Neurons v bei gegebenem Eingangsmuster ohne Kenntnis des dazu notwendi-
gen Gewichtsvektors zu erlernen. Wenn die Lernphase beendet ist, also die zusétzlichen EPSPs
bzw. IPSPs nicht mehr an das Neuron v angelegt werden, so wird dieses nicht mehr zum da-
vor fixierten Zeitpunkt to feuern, auch wenn das selbe, wihrend der Lernphase verwendete Ein-
gangsmuster weiterhin angelegt wird. Das hier beschriebene Lernverfahren erméglicht lediglich das
Lernen eines vorgegebenen Gewichtsvektors w, nicht jedoch eine Interpretation der Gewichtswerte
im Sinne der temporalen Kodierung. Allerdings ermdglicht es das Lernen dieser Gewichte fiir die
jeweiligen Synapsen mit nur lokal an den Synapsen verfiigbarer Information, eine globale Infor-
mation iiber die Feuerzeitpunkte aller beteiligten Synapsen ist nicht notig.

7 Unuberwachtes Lernen

Dieses Kapitel widmet sich dem uniiberwachten Lernen in SNNs mit temporaler Kodierung. In
fritheren Varianten uniiberwacht lernender SNNs, wie z.B. ersten Implementierungen von SOMs
wurden die Werte wiederum als Feuerraten kodiert. Da allerdings die Erkennung des Gewin-
nerneurons meist mit periodischen Netzwerken implementiert wurde, konnte das Gewinnerneuron
stets erst nach Erreichen eines Gleichgewichtszustandes bestimmt werden. Durch diese Erfordernis
kann der Vorteil temporaler Kodierung zur schnellen Informationsverarbeitung nicht ausgenutzt
werden.

In den folgenden Unterkapiteln wird eine Moglichkeit zum Berechnen und Lernen in SNNs
mit temporaler Kodierung prisentiert. Im Gegensatz zu herkémmlichen Implementierungen von
SOMs kann hierbei das Gewinnerneuron einer Gruppe konkurrierenden Neuronen schnell und
nur durch lokal verfiighare Information bestimmt werden, was durch anregende bzw. hemmende
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7 UNUBERWACHTES LERNEN 7.1 Wettbewerbslernen

Querverbindungen erreicht wird. Diese Querverbindungen bestimmen auch die Nachbarschafts-
beziehungen zwischen den Neuronen. Es wird angenommen, dass am Anfang topologisch na-
he beieinander liegende Neuronen starke anregende Querverbindungen und entfernte Neuronen
starke hemmende Querverbindungen aufweisen. Wahrend der Lernphase werden die Gewichte
dieser Querverbindungen verringert.

Durch Computersimulationen wurde in [2] nachgewiesen, dass die hier beschriebenen Modelle
die selben Charakteristika aufweisen wie SOMs und dass die Ergebnisse nach einer bestimmen
Anzahl von Lernzyklen unabhingig davon waren, ob die Gewichtswerte nach jedem Lernzyklus
normalisiert wurden oder nicht. Dies ist im Hinblick auf Realitdtndhe wichtig, da die Normal-
isierung der Gewichte bei Betrachtung ihrer biologischen Relevanz umstritten ist.

7.1 Wettbewerbslernen

Auf Basis der friither beschriebenen Konstruktion sigmoidaler Gatter mit Hilfe spikender Neu-
ronen kann Wettbewerbslernen in SNNs wie folgt realisiert werden: Gegeben sei eine Menge
S m-dimensionaler Input-Vektoren s = (s!,....sl.) € [0,7]™ und ein SNN mit m + 1 Input-
Neuronen und n konkurrierenden Neuronen, wobei jedes konkurrierende Neuron v; synaptischen
Input “vorwértsgekoppelt” von jedem Input-Neuron u; mit Gewicht w; ; und synaptischen Input
“lateral” von jedem konkurrierenden Neuron v, k # j mit Gewicht Wy ; (Querverbindungen) er-
hilt. In jedem Lernzyklus wird ein st € S zufillig ausgewihlt und die Input-Neuronen werden
innerhalb des Kodierungsintervalls so zum Feuern gebracht, dass sie temporir s’ kodieren. Wie
frither beschrieben wird ein zusétzliches Neuron ug, welches zur Zeit Tjppy¢ feuert, verwendet, um
den Wert 0 zu kodieren. Dessen Gewichte wq ; werden so gewdhlt, dass Y- w;; = A fiir eine
Konstante A > 0, die so gewahlt werden soll, dass die Neuronen v; tatsichlich feuern.

Jedes konkurrierende Neuron startet dann mit der Berechnung von ", w; ; - s}, wobei davon
ausgegangen wird, dass sich alle EPSPs und IPSPs in ihrer initialen, linearen Phase befinden.
Allerdings beschreibt hier nur derjenige Feuerzeitpunkt des konkurrierenden Neurons, welches
zuerst feuert, die zugehorige gewichtete Summe, die Feuerzeitpunkte aller anderen konkurrierenden
Neuronen werden um den Feuerzeitpunkt dieses einen Neurons verschoben. Wenn nun angenom-
men wird, dass sowohl der Input-Vektor als auch der Gewichtsvektor fiir jedes Neuron normalisiert
sind, dann reprisentiert diese gewichtete Summe die Ahnlichkeit der beiden Vektoren in Bezug
auf den euklidischen Abstand. Daher gilt, je eher ein Neuron v; feuert, desto dhnlicher ist sein
Gewichtsvektor dem Input-Vektor, d.h. der Gewinner innerhalb der Schicht der konkurrierenden
Neuronen feuert zuerst.

Wenn die Querverbindungen stark hemmend sind, sodass das Feuern des Gewinnerneurons vy,
alle anderen Neuronen der konkurrierenden Schicht vom Feuern abhilt, so kann Wettbewerbslernen
sehr einfach implementiert werden: Die Standardregel fiir Wettbewerbslernen wird einfach auf das
Gewinnerneuron vy angewandt. Diese Regel wird definiert als

Awip =10+ (st —wiyp), i=1,..,m

wobei s! das aktuelle Input-Muster und n > 0 die Lernrate ist. Diese Regel schlieft nicht
explizit den Fall aus, dass Gewichte negativ werden kdnnen. Falls ein Neuron allerdings auf eine
Menge von Input-Vektoren spezialisiert wurde, so wird sein Gewichtsvektor nur positive Werte
enthalten. Eine Vorzeichendnderung von Gewichtswerten kann auch durch Einfiihren einer Sit-
tigungsfunktion, welche die moglichen Werte auf ein bestimmtes Intervall einschriankt, formal
verhindert werden.

7.2 Selbstorganisierende Karten (SOMs)

Um diese Realisierung von Wettbewerbslernen zu einer Realisierung von Selbstorganisation zu er-
weitern, muss anhand lokal verfiigbarer Information eine Nachbarschaftsmatrix (my ;)1<k,j<n im-
plementiert werden, wobei my ; den Abstand zwischen dem k-ten und dem j-ten konkurrierenden
Neuron beschreibt. Dazu wird eine monoton wachsende Funktion my ; — wy; verwendet, sodass
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7 UNUBERWACHTES LERNEN 7.3 Lernen mit Radialen Basisfunktionen

die Gewichte der Querverbindungen wy, ; zwischen den konkurrierenden Neuronen die Struktur der
Nachbarschaft widerspiegeln: am Anfang haben topologisch nahe beieinander liegenden Neuronen
starke anregende Querverbindungen, entfernte Neuronen haben starke hemmende Querverbindun-
gen. Dies bedeutet, dass das Feuern des Gewinnerneurons vy zum Zeitpunkt ¢y das Feuern von
Neuronen in der Nachbarschaft von v in Richtung ¢ treibt, also die Neuronen zum Feuern zu
einem fritheren Zeitpunkt veranlasst und somit die durch diese Neuronen kodierten Werte erhoht.
Das Feuern entfernter Neuronen hingegen wird durch die hemmenden Querverbindungen hinaus-
geschoben, wodurch die kodierten Werte verringert werden. Es wird dazu die folgende Lernregel
vorgeschlagen:

. Toutput - t]

Aw;j =1 - (85 — wi5)

Toutput

wobei t; den Feuerzeitpunkt des j-ten konkurrierenden Neurons darstellt. Die Lernregel wird
nur auf Neuronen angewandt, welche vor einer bestimmten Zeit T}y gefeuert haben. Der Fak-
tor (Toutput — t5)/Toutpur realisiert die Nachbarschaftsfunktion, welche am grofiten fiir das Gewin-
nerneuron ist und fiir Neuronen, welche zu spéteren Zeitpunkten feuern, abnimmt.

Wiéhrend des Lenzprozesses werden die Gewichte der Querverbindungen wy, ; verringert, wodurch
die Grofie der Nachbarschaft reduziert wird. Diese stetige Verringerung der Gewichte verlangt
allerdings einen Vorzeichenwechsel wihrend des Lernprozesses, was biologisch nicht plausibel er-
scheint. Es ist jedoch mdglich, jeweils zwei Querverbindungen zwischen den konkurrierenden Neu-
ronen zu betrachten, eine anregenden und eine hemmende. Wahrend des Lernprozesses werden
die anregenden Verbindungen dann verringert und die hemmenden verstérkt.

Wie in Standard-SOMs wird n wahrend des Lernens langsam verringert.

7.3 Lernen mit Radialen Basisfunktionen

RBF-Netze sind bei ANNs bereits sehr erfolgreich in den Bereichen der Musterklassifizierung, Ap-
proximierung von Funktion und Clustering. In einem fritheren Kapitel wurde bereits kurz auf
die einfache Simulation einzelner RBF-Neuronen eingegangen, in diesem Kapitel wird ein Lernal-
gorithmus zur Realisierung von RBFs mit spikenden Neuronen eingefiihrt, wobei als Kodierungsart
wiederum die temporale Kodierung verwendet wird. Der Lernalgorithmus ermd&glicht das uniiberwachte
Finden von Cluster-Zentren und ist in [2] genau beschrieben. Hier wird nur eine Zusammen-
fassung dieser Arbeit prasentiert, in deren Zuge auch Computersimulationen mit interessanten
Ergebnissen durchgefiihrt wurden. Die RBF Neuronen konvergierten einerseits auch in Gegenwart
von Rauschen zuverldssig zu den Clusterzentren, waren andererseits aber auch zur dynamischen
Rekonfiguration in der Lage, wenn wihrend des Lernprozesses Cluster hinzugefiigt oder entfernt
wurden. Weiters zeigte sich, dass RBF-Neuronen unter Zuhilfenahme von PSPs verschiedener
Breite in der Lage waren, temporale Sequenzen von Spikes zu erkennen, auch wenn diese auf
verschiedene Arten gestort wurden.

7.3.1 Modell

Das Modell zur Simulation von RBF-Neuronen wird hier insofern erweitert, als dass nicht nur das
Feuern bzw. Nicht-Feuern der Neuronen betrachtet wird, sondern auch die Feuerzeitpunkte mit
beriicksichtigt werden. Es bestehen grofie Ahnlichkeiten zu dem zuvor vorgestellte Modell zur Sim-
ulation von Wettbewerbslernen, das SNN besteht also wieder aus m Input-Neuronen uy, ..., 4,, und
n Output-Neuronen vy, ..., v,, welche als RBF-Neuronen bezeichnen werden. Im einfachsten Fall
besteht von jedem Input-Neuron u; zu jedem RBF-Neuron v; jeweils eine synaptische Verbindung
mit Gewicht w; ; und Verzogerung d; ;.

Das Kodierungsschema wird &hnlich den fritheren Konstruktionen so festgelegt, dass jedes
Input-Neuron u; genau einmal zum Zeitpunkt ¢; innerhalb das Kodierungsintervalls [Tippu: —
¥, Tinput] feuert, wobei 7 eine spater noch festzulegende Konstante ist. Daher wird die Eingabe
relativ zum ersten Spike innerhalb des Kodierungsintervalls kodiert, d.h. kein expliziter Referen-
zspike wird bendtigt. Input-Vektoren dieser Kodierungsart werden mit z bezeichnet und sind
definiert als z = (21, ..., Zm) mit 2; = max{t; | 1 <i<m} —t;.
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7 UNUBERWACHTES LERNEN 7.3 Lernen mit Radialen Basisfunktionen

Eine Eingabe z ist nahe dem Zentrum ¢; eines RBF-Neurons v;, wenn die Spikes der Input-
Neuronen v; durch die Verzogerungen d; ; zu &hnlichen Zeiten erreichen, also wenn ||§ - Qj”
klein ist. Der Feuerzeitpunkt von v; beschreibt, wie nahe der Input-Vektor zum Zentrum liegt.
Wenn der Abstand zu grof ist, wird v; nicht feuern. Wenn aus einer Menge von RBF-Neuronen
{v1,...,un} fiir verschiedene j die Distanz Hg — gj” klein genug ist, um die Neuronen v; zum
Feuern zu bringen, dann wird dasjenige Neuron zuerst feuern, dessen Zentrum der Eingabe z am
néchsten liegt. Daher kann eine solche Menge von RBF-Neuronen zum Trennen von Eingaben in

verschiedene Cluster verwendet werden.

7.3.2 Lernen von Clustern

Um Cluster-Zentren uniiberwacht durch RBF-Neuronen finden zu lassen, wird die obige Kon-
struktion erweitert. Anstatt jeweils einer einzelnen Verbindung zwischen jedem Input-Neuron u;
und jedem RBF-Neuron v; wird nun eine Menge von Synapsen mit verschiedenen presynaptis-
chen Verzdgerungen angenommen. Die Menge D = {d(l) d(l)} von Verzdgerungen ist gleich

fiir alle Inputs mit d®) — d*~1 > 0 fiir 2 < k < I. Die totale Verzogerung d( . zwischen dem
presynaptischen Feuern und der Auswirkung auf das postsynaptische Neuron entsteht daher durch
die Zeit d®, welche der von u; emittierte Spike benétigt, um die Synapse (ui,vj) zu aktivieren
und der als konstant angenommenen Zeit dP°**, welche das Potential von v; benétigt, um durch
den resultierenden PSP eine Auswirkung zu zeigen. Die Zeitspanne 7 des Kodierungsintervalls,
innerhalb welcher die Input-Neuronen feuern diirfen, wird als kleiner als d¥) — d") angenommen.

Die Verzogerung der Linge d®) fiir die Verbindung von u; zu v; wird als aktiv bezeichnet, wenn

das zugehorige Gewicht w( -) signifikant grofier als 0 ist. Weiters wird jedes RBF-Neuron durch

eine langsame hemmende Synapse mit sich selbst und durch schnelle hemmende Synapsen mit
jedem anderen RBF-Neuron verbunden.

Das Ziel des Lernalgorithmus kann wie folgt definiert werden: Gegeben sei ein Cluster C' von
Input-Vektoren z im Eingaberaum, ein RBF-Neuron v;, welches fiir jede Input-Koordinate eine
solche Verzdgerung aktivieren soll, dass fiir das daraus resultierende Zentrum c; der Ausdruck
> ecc ||z — ¢;|| minimiert wird. Zusétzlich sollen einige Verzdgerungen in Querverbindungen ak-
tiviert werden konnen, da das Zentrum des Clusters moglicherweise durch die endliche Anzahl
von verfiigbaren Verzogerungen nicht reprisentierbar ist. Eine grofiere Anzahl von aktivierten
Verzdgerungen in Querverbindungen kann auch auf eine héhere Varianz der Input-Cluster hin-
deuten.

Fiir eine solche Konstellation von mehreren aktiven Verzégerungen in Querverbindungen wird
das Zentrum c; eine RBF-Neurons v; definiert als ¢; = (¢j 1, -, ¢j,m) mit ¢ ; = d; j—min{d;; | 1 <i < m},
wobei d; ; die mittlere Verzogerung fiir jede Input-Koordinate ist und definiert wird als

l wz(? P)

i =3
=1 2k=1 wz(,j)

Die Konvergenz eines RBF-Neurons zum Zentrum eines Clusters kann erreicht werden, indem
am Anfang alle Gewichte mit zufélligen Werten so gewahlt werden, dass kein RBF-Neuron feuern
kann, bevor es mindestens einen Spike von jedem Input-Neuron u;, 1 < ¢ < n innerhalb des
Kodierungsintervalls erhalten hat. Sobald ein RBF-Neuron feuert, wird der Spike riickwéarts zu
dessen Synapsen propagiert, wo deren Gewicht anhand einer Lernfunktion L(At) gedndert wird,
wobei At = tpre — tpost die Differenz zwischen den Ankunftszeitpunkten ¢,,. des presynaptischen
und tp,s; das postsynaptischen Spikes angibt. L(At) wird so gewdhlt, dass die Gewichte jener
Synapsen, welche kurz vor dem postsynaptischen Feuern einen presynaptischen Spike erhielten,
maximal verstirkt werden und Synapsen, welche einen presynaptischen Spike lange davor oder
danach erhielten, verringert werden. D.h. das Maximum von L(At) liegt bei einem kleinen
negativen Wert.

Das Gewicht wz(lz) der Synapse zwischen dem Input-Neuron u; und dem RBF-Neuron v; mit
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8 SIMULATION

Verzogerung d*) wird wihrend des Lernprozesses nach folgender Regel gesindert:

sz(? =n- L(tpre - tpost) =7n- L ((tz + d(k)) - (tj + dbaCk))

fiir jedes Paar aus Input-Feuerzeitpunkt ¢; und Feuerzeitpunkt ¢; des RBF-Neurons. 7 > 0
bezeichnet die Lernrate, die Verzogerung d’?¢* gibt die Zeit an, die ein postsynaptischer Spike
ben&tigt, um zuriick zu den Synapsen propagiert zu werden. Es wird angenommen, dass db®°*
konstant fiir all Synapsen, also unabhéngig von deren Verzogerung ist. Diese Eigenschaft wird
durch biologische Untersuchungen belegt und stellt daher vermutlich eine korrekte Annahme dar.
Weiters wird angenommen, dass die Gewichtswerte einer Sattigungsfunktion im Bereich [0, wmaz]
fir ein wp,q; > 0 unterworfen sind.

Durch das Hinzufiigen schneller hemmender Querverbindungen kann eine winner-take-all Funk-
tion implementiert werden, sodass nur dasjenige RBF-Neuron feuert, welches dem Input-Vektor
am nichsten liegt. Daher werden auch nur die Gewichtswerte des Gewinnerneurons veridndert,
wodurch dessen Zentrum noch weiter in Richtung des Input-Vektors verschoben wird. Die langsamen,
hemmenden Verbindungen der Neuronen zu sich selbst vermindern die Wahrscheinlichkeit, dass das
selbe Neuron zweimal innerhalb weniger Iterationen der Lernregel feuert. Dadurch wird das {ibliche
Clustering-Problem gel6st, dass manche RBF-Neuronen auf eine Menge von Clustern spezialisieren
wahrend andere unbenutzt bleiben.

8 Simulation

Dieses Modell stellt einen ersten Entwurf fiir ein objektorientiertes Framework zur Simulation spik-
ender neuronaler Netze dar. Die Ziele dieses Frameworks sind hohe Flexibilitdt und Geschwindigkeit
bei der Simulation. Dabei wird allerdings das erste dieser beiden im Gegensatz zueinander ste-
henden Ziele mit hoherer Prioritdt bewertet, die Geschwindigkeit wihrend der Simulation wird
also nur insofern optimiert, als die Flexibilitdt nicht dadurch beeintrichtigt wird. Da alle derzeit
untersuchten Netzwerkmodelle fiir SNNs prinzipiell im Framework modellierbar sein sollen, ist
ein grofer Grad an Abstraktion notwendig, so dass bei den obersten Klassen in der Hierarchie
nur die Basis des in dieser Arbeit verwendeten mathematischen Modells enthalten ist. Konkrete
Implementierungen, wie z.B. das leaky integrate-and-fire Modell werden dann durch Uberladen
der entsprechenden abstrakten Methoden erzeugt.

Eine hohe Simulationsgeschwindigkeit soll durch Verwendung ereignisbasierter Simulation so
weit wie moglich erreicht werden. Jedoch ist ereignisbasierte Simulation nur fiir solche Mod-
elle einsetzbar, deren mathematische Funktionen auf explizites Berechnen der jeweiligen Zeitvari-
ablen umformbar sind, da von dem jeweils aktuellen Simulationsstatus aus das jeweils nichste
Ereignis in der Simulation und dessen exakter Zeitpunkt berechnet werden miissen. Daher kann
es sein, dass bestimmte mathematische Funktionen fiir die Antwort- und Schwellwertfunktionen
nicht abgebildet werden konnen. Allgemeine Simulation durch numerische Integrationsverfahren
sowie Kombination allgemeiner Simulation mit ereignisbasierter Simulation soll zwar im Modell
des Frameworks prinzipiell moglich sein, kann aber vermutlich in der ersten konkreten Imple-
mentierung aus Zeitgriinden nicht beriicksichtigt werden. In der ersten Implementierung dieses
Frameworks wird nur Support fiir ereignisbasierte Simulation enthalten sein. Fiir realistische Mod-
elle spikender neuronaler Netzwerke sind daher bereits existierende und speziell dafiir ausgelegte
Programmpakete wie z.B. GENESIS besser geeignet und zu bevorzugen.

8.1 [Ereignisbasierte Simulation

Diskrete ereignisbasierte Simulation spikender neuronaler Netzwerke kann einen entscheidenen
Geschwindigkeitsvorteil gegeniiber herkdmmlicher, getakteter Simulation bringen, wenn nur ver-
h&ltnism&fkig wenige Neuronen im gesamten Netzwerk zur selben Zeit aktiv sind. Die Ruhephasen
zwischen den Aktivitdten miissen nicht explizit berechnet werden, die Simulation behandelt nur
die aktiven Phasen. Durch die dadurch entstehende Geschwindigkeitssteigerung konnte eine Sim-
ulation deutlich groferer Netzwerke auch auf handelsiiblichen Workstations md&glich werden.
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Das zu entwickelnde Simulationsframework soll daher die Moglichkeiten der diskreten ereignis-
basierten Simulation (DEVS, discrete event simulation) so gut wie moglich ausnutzen und nur
in solchen Fillen auf kontinuierliche (getaktete) Simulation ausweichen, die iiber ereignisbasierte
Simulation nicht behandelt werden kénnen. Allerdings legen die folgend présentierten Konzepte
in Verbindung mit den zuvor behandelten Aussagen iiber die Berechnungspotenz spikender Neu-
ronaler Netzwerke den Schluss nahe, dass alle zur Erfiillung der Echtzeit-Turing- Aquivalenz nétigen
Voraussetzungen durch ereignisbasierte Simulation erfiillt werden kénnen. Dadurch sollte es somit
moglich sein sollte, die qualitativen Eigenschaften der in den vorherigen Kapiteln dargelegten the-
oretischen Untersuchungen in der Simulation zu reproduzieren. Zur Untersuchung quantitativer
Eigenschaften konnen derzeit nur Vermutungen angestellt werden, welche durch den Vergleich von
Ergebnissen realistischer Simulationen in GENESIS und mit ereignisbasierter Simulation durchge-
fiihrten Experimenten entweder untermauert oder widerlegt werden miissen. Allerdings ist es
prinzipiell moglich, die Genauigkeit in der ereignisbasierten Simulation beliebig zu erhéhen und
damit einige der ndtigen Vereinfachungen zu kompensieren.

Nachfolgende Kapitel wurden durch Diskussionen mit Michael Affenzeller, Herbert Prahofer
und Alexander Friedl angeregt.

8.1.1 Konzepte

Eine ereignisbasierte Simulation ist zwar mit Funktionen beliebiger Art moglich, es scheint jedoch
im Hinblick auf die zur Erreichung von Echtzeit-Turing- Aquivalenz nétigen Eigenschaften und dem
generellen Ziel moglichst hoher Simulationsgeschwindigeit von Vorteil, die im System verwendeten
Funktionstypen (fiir die Antwort- und Schwellwertfunktionen) auf stiickweise lineare Funktionen
einzuschrinken. Diese konnen sehr einfach durch eine Liste von Segmenten, bestimmt durch
Steigungswert mit zugeordnetem Zeitintervall, vollstindig spezifiziert werden, ohne dabei eine
Enschrankung auf bestimmte Kurvenformen zu erzeugen (siehe Abbildung 2). Durch Aufspalten
der zusammengesetzten linearen Segmente auf mehrere Teile mit unterschiedlichen Steigungen
kdnnen kontinuierliche, nicht-lineare Funktionen beliebig genau angendhert werden, wodurch eine
Untersuchung des Einflusses der genauen Kurvenform auf die quantitativen Eigenschaften von
SNNs moglich ist.

Sollte sich wider Erwarten herausstellen, dass fiir die Reproduktion bestimmter Ergebnisse
aus Simulationen in GENESIS stetige Funktionen nétig sind, so kann ereignisbasierte Simula-
tion auch zur Generierung dieser Funktionstypen verwendet werden. Es wire dann allerdings
notig, die stiickweise linearen Funktionen durch stiickweise polynomiale Funktionen zu ersetzen,
wodurch Stetigkeit der Funktionen erreicht werden kann. An der Simulation &ndert sich in einem
solchen Fall nur, dass die einzelnen Segmente der Funktionen statt einem durch mehrere Parame-
ter beschrieben werden (z.B. zwei Parameter bei Verwendung von Polynomen zweiten Grades fiir
die Beschreibung der Segmente). Weiters konnen die Segmente durch Verwendung von Bezier-
oder Basis-Splines so zusammengesetzt werden, dass die Ableitungen der Funktion stetig sind (der
maximale Grad der Ableitung héngt dabei vom Grad der Polynome ab), wodurch die zusam-
mengesetzten Funktionen beliebig “rund” werden konnen.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird aber mit stiickweise linearen Funktionen gearbeitet, um
die Berechnungen innerhalb der ereignisbasierten Simulation moéglichst einfach und performant zu
halten.

Bei den hier verwendeten Funktionsdefinitionen wird von einer wie in Abbildung 1 skizzierten
Struktur ausgegangen. Es gilt also, dass Neuron v von den Neuronen u = 1,...,n Input erhilt,
wobei die Form der presynaptischen Spikes der Neuronen w in der Simulation nicht beriicksichtigt
wird. Ein Feuern eines Neurons u, also die Erzeugung eines presynaptischen Spikes, wird als
Ereignis (Event) an alle angebundenen Synapsen {(u,v) weitergeleitet und von diesen nach einer
Verzégerung von d,,, und mit einer Gewichtung durch w, , in PSPs, ausgedriickt durch stiick-
weise lineare Funktionen ¢, ,(t), wie in Abbildung 2 umgesetzt. Neuron v addiert nun alle eink-
ommenden PSPs und erzeugt selbst einen Spike in Form eines Events, sobald die Summe der
einkommenden PSPs P,(t) zu irgend einem Zeitpunkt den Schwellwert ©,(t) ibersteigt. Ein
mehrfaches Feuern innerhalb einer kurzen Zeitspanne wird durch die zeitabhéngige Modellierung
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U

Abbildung 1: Struktur der Verbindungen zwischen Neuronen u = 1,...,n und v.

von O,(t), wie in fritheren Kapiteln beschrieben, verhindert.

Die hier eingefiihren stiickweise linearen Funktionen werden wie folgt definiert: Zwischen den
Zeitpunkten s; und s;41 hat die Funktion die Steigung A;, wobei sg := 0, Ag := 0 und A, := 0 und
m die Anzahl der Steigungsinderungen angibt, wobei laut Definition die letzte Steigungsinderung
m den Wert der Steigung auf 0 setzt, wobei vorausgesetzt, wird, dass der Funktionswert zum
Zeitpunkt s,, exakt 0 erreicht hat. Daher muss die letzte Steigung A,,_1 zwischen s,,_; und
$m fiir alle Funktionen entsprechend gewéhlt werden. Die Antwortfunktionen e, ,(t) wird daher
definiert als

Bu,v—1
5u,v(t) = Z (Su,v,i—i-l - Su,v,i) . )\u,v,z' + (t - Su,v,ku,u) . )\u,v,ku,u
i=1

und €,,,(0) := 0, wobei k. , := max;(sy,,; < t), also den Index der letzten Steigungsinderung
vor dem aktuellen Zeitpunkt ¢ angibt und A, 4 4, , damit die zum Zeitpunkt ¢ aktuelle Steigung
von €,,,(t) ist. Wenn nun nach jeder Steigungsénderung der Funktionswert ey ,(Su,v,k, ,) der
Antwortfunktion unmittelbar vor dieser letzten Steigungsinderung berechnet wird, so ergibt sich
die rekursive Form

Euv(t) = €uv(Suvkun) T (E = Suvkun) ~ Auv ks

Die Annahme, dass €,,(t) = 0 fiir ¢ € [0,d,,,], also die initiale Verzdgerung einer Synapse
zwischen dem Ankommen des presynaptischen Spikes und der ersten Auswirkung auf das postsy-
naptische Potential kann einfach dadurch modelliert werden, dass sy,y,1 = dy,» gewéhlt wird (Ao
im Intervall [0, 5,,,,1] ist definiert als 0).

Das Potential eines Neurons v wird, in Einklang mit dem mathematischen Modell, welches fiir
die theoretischen Uberlegungen der vorherigen Kapitel verwendet wurde, definiert als

P,(t) := Z Z Wy, * 5u,v(t — Su)

ueV sy € Fy
(u,vy € B s, <t
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Eingang
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v

Ausgang

A

t
Abbildung 2: Die stiickweise lineare Antwortfunktion der Synapse < u,v > mit m = 6 (Anzahl
der Steigungsinderungen).

und P,(0) := 0, wobei V' die Menge der Neuronen, E die Menge der Synapsen und F, die
Menge der Feuerzeitpunkte des Neurons u angeben. Das Potential P,(t) ist daher die lineare
Uberlagerung aller einkomenden PSPs von den presynaptischen Neuronen u, wobei mehrere PSPs
einer Synapse (u,v), jeweils startend zu den Zeitpunkten s, € F, gleichzeitig aktiv sein konnen.
Die Schwellwertfunktion ©,(¢) wird ebenfalls stiickweise linear definiert als

00 falls max(sy;) <t < max(sy,i) + To,ref
®v ref
L — max(sv z) + To,ref <t
0,(t) :={ =Y (se..i1 — 50,.) e, falls ’ ’
= vy vy vy < ma; S . + +
+(t — so, ,l) - e, x( Uﬂ) Tv,ref T Tv,end
®u(0) sonst

und ©,(0) := 0, wobei s,; die Feuerzeitpunkte des Neurons v, 0, .5 den initialen Wert von
O, (max(sy,;) + Ty,ref) nach der Phase mit ©,(t) = oo, I, die Anzahl von Steigungsénderungen
und Ae,; die Steigungen in den Intervallen [se, i, So,,i+1] angeben (siche Abbildung 3).

Das Ziel der ereignisbasierten Simulation ist nun, ausgehend von den aktuellen Daten jeweils
den nichsten Zeitpunkt s, (in Abbildung 3 aus Griinden der Ubersichtlichkeit als ¢, bezeichnet)
zu berechnen, zu dem das Neuron v feuern wird. Dazu sind mehrere Varianten denkbar, von denen
auf zwei ndher eingegangen wird. Beide Varianten haben den Vorteil, dass zur Simulation keine
dynamischen Speicherstrukturen benétigt werden, sondern zu Beginn der Simulation die Anzahl
bendtigter Variablen berechnet werden kann und sich wiahrend der Simulation nicht mehr &ndert.

8.1.2 Simulationsvariante 1

In dieser Variante senden die Synapsen pro auftretender Steigungsinderung der Antwortfunktio-
nen einen Event an die Neuronen, wobei sich iiberlagernde PSPs der selben Synapse in der Folge
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Abbildung 3: Feuerzeitpunkt eines Neurons v, wenn die Potentialfunktion P, die Schwellwertfunk-
tion ©, schneidet.

1 02

der iibertragenen Steigungsdnderungen gesammelt enthalten sind. Daher muss mehr Intelligenz
in die Synapsen verlagert werden, um die Uberlagerung der gleichzeitig aktiven PSPs, also der
zeitlich verschobenen Antwortfunktionen, zu berechnen und in Form einer simplen Folge von Stei-
gungsdnderungen an das postsynaptische Neuron zu iibertragen. Die Berechnung des Potentials
eines Neurons v vereinfacht sich dadurch zu

Pu(t) = Z Wy,v * Eu,v(t)
uevV
(u,v) € E

und Py (0) := 0. Durch Einsetzen der Definition von &, (t) ergibt sich dann

PU (t) = Z ueV Wy,v ~ (EU,'U(SUavaku,u) + (t - Sugvaku,v) : )\ua'u’kuﬂ) =

(u,v) € E
wuevV Wy,v * Eu,v(su,v,ku,v) + Wy,v * (t - su,'u,ku,v) : )\u,'u,ku,v =
(u,v) € E
wuev Wy, * 5u,v(3u,v,ku,u) +> wevV Wey,v - (t— Su,v,ku,v) : )\u,v,ku,v =
(u,v) € E (u,v) € E
= Pv (ma'x(suavyku,v)) +t- Z = Vv Wy, - Auavyku,v - Z u € 1% wu,’l}'su,’l),ku,u ° )\u,v,ku,v

(u,v) € E (u,v) € E

wobei P, (max(su,v,ku,v)) dem Potential des Neuron zum Zeitpunkt der letzten empfangenen
Steigungsinderung von einer der Synapsen entspricht. Um den n#chsten Feuerzeitpunkt s, des
Neurons v zu berechnen, muss nun P,(t) mit ©,(¢) gleichgesetzt und explizit auf ¢ umgeformt
werden. Dabei wird davon ausgegangen, dass das Neuron v sich selbst die Steigungsinderungen der
Schwellwertfunktion ©,(t) als Events schickt, dquivalent zu den von den Synapsen an das Neuron
v versendeten Events. Aufgrund der in der Definition von ©,(t) enthaltenen Fallunterscheidung
ergeben sich folgende drei Fille:

1. max(sy,;) < t < max(sy,;) + To,ref, also das Neuron befindet sich noch in der Phase der
absoluten Hemmung. Ein Feuern ist nicht mdglich, der néchste Feuerzeitpunkt ist somit
(bis zur Anderung von ©,(t) auf einen Wert ungleich oo):

Sy = 00

2. max(sy,i) + To,rer < t < Max(Sy,i) + To,ref + Tv,end; also das Neuron befindet sich in der
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Phase der relativen Hemmung.

Iy—1
Ourer = .0 (80,,i41=80,,i) A0y,i =50, ,1- X0, 1

Sv = wevV W, v Au,v,ky, 0 —AOy,1 +
(u,v) € E
—P, (max(su,,,,ku,v ))+Z wEV Wu v Su,v,ky, v Au,v, kv
N (u,v) € E
z weV Wu,v* Au,v,ky,0 —AOy,1
(u,v) € E

3. sonst, also das Neuron befindet sich nicht mehr in einer Phase der Hemmung (der letzte
Feuerzeitpunkt liegt lange genug zurtick).

61)(0) - P, (max(su,v,ku,v)) + E wev Wy, v-Su,v,ky v /\u,v,ku,v
(u,v) € E

> weVy (Wuvs Ao,k o
(u,v) € E

Sy =

8.1.3 Simulationsvariante 2

In dieser Simulationsvariante iibertragen die Synapsen mit jeweils einem Event die volle Informa-
tion iiber einen PSP, also alle Parameter s,,,,; und A,y ; der Antwortfunktion. Bei Empfang eines
solchen Events wird die enthaltene Information dann in eine einzige Folge von Steigungsinderun-
gen, welche innerhalb des Neurons v zwischengespeichert ist, integriert (merge). Diese Folge von
Steigungsénderungen entspricht damit den Steigungsinderungen des gesamten Potentials P, (t)
des Neurons und entsteht durch gewichtete Uberlagerung der verschiedenen empfangenen Folgen
von Steigungsidnderungen der einkommenden PSPs. Das Potential das Neurons ergibt sich damit

zu
ky—1

Py(t) = Z Avyi * (8v,i41 = 8v,i) + vk, = (E = Su,k,)
i=1
wobei k, := max;(s,,; < t), also dem Index der letzten Steigungsédnderung vor der aktuellen
Zeit t entspricht.
Bei Empfang eines PSPs (also eines Events mit einer Folge von Steigungséinderungen) von einer
Synapse wird dann der nichste Feuerzeitpunkt wie folgt bestimmt:

1. Berechnen von P, (sy,k, ), also dem Potential des Neurons v zum Zeitpunkt der letzten Stei-
gungsinderung vor der aktuellen Zeit ¢, durch gewichtetes Aufsummieren wie oben definiert.
Diese letzte Steigungsénderung muss noch aufierhalb der neu empfangenen Segmente enthal-
ten sein, da die neu empfangene Folge von Steigungsdnderungen nur Zeitpunkte enthalten
kann, die nach der aktuellen Zeit ¢ liegen. Dadurch ergibt sich das Potential des Neurons zu
spateren Zeitpunkten als

ky—1
Py(t) = Py (so,5,) + Z Avi * (8v,i41 = 8v,i) + Avk, * (E = Su,k, )

i=Jo

2. Berechnen von j,, sodass bereits in P, (s,.r, ) enthaltene Segmente der stiickweise linearen
Funktion P,(t) nicht mehr in den Steigungsédnderungen mit Indizes grofer als j, enthalten
sind, d.h. nach der Berechnung von P, (sy,;,) wird j, auf den Wert von k, gesetzt (bevor
die aktuelle Simulationszeit ¢ fortschreitet).

3. Uberlagern der empfangenen Steigungséinderungen mit den gespeicherten.
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4. Berechnen des nichsten Feuerzeitpunktes s, dquivalent zur Berechnung in Simulationsvari-
ante 1, wobei eine Summation iiber alle Synapsen nicht mehr nétig ist, da die gesammelte
Information komprimiert in der einzelnen Liste von Steigungsinderungen im Neuron v en-
thalten ist.

8.2 Klassendiagramm

Dieses Klassendiagramm (siehe Abbildung 4) stellt nur die von der Simulationsvariante unabangi-
gen Klassen dar und ist lediglich als Grobkonzept zu sehen, welches sich wéhrend der frithen
Implementierungsphasen unter Umstdnden noch dndern kann. Dies sind die obersten Klassen in
der Hierarchie und miissen zur Simulation um spezialisierte Klassen erweitert werden. Aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit werden die Klassen nur konzeptuell, ohne genaue Angabe der Attribute
und Funktionen, skizziert.

Diejenigen Klassen, deren Namen mit “DEVS” beginnen, stellen die fiir ereignisbasierte Simula-
tion speziellen Teile dar. Dabei gibt es im System zwei Klassen von Events: die SpikeEvents, welche
das Feuern eines Neurons (das Versenden eines Spikes an die folgenden Synapsen) modellieren und
die ResponseEvents, welche die PSPs (die durch die Synapsen hervorgerufenen Auswirkungen auf
das Potential des postsynaptischen Neurons) représentieren.

Weiters ist entscheidend, dass die Neuronen und Synapsen im System unabhéngig von der
verwendeten Kodierungsart (Feuerraten, Populationskodierung oder temporale Kodierung) im-
plementiert werden und lediglich die Netzwerkein- und Ausginge, also die Sensoren und Ak-
toren, speziell an die Kodierungsart angepasst werden. Innerhalb des Netzes konnen somit ver-
schiedene Kodierungsarten gleichzeitig verwendet werden, ohne dass die Neuronen und Synapsen
dazu speziell angepasst werden miissten.
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Abbildung 4: Grobkonzept der obersten Klassen im Simulationsframework

24



LITERATUR

9 Ausblick

Durch ereignisbasierte Simulation Spikender Neuronaler Netze kénnte ein erheblicher Geschwindigkeitsvorteil
entstehen, durch welchen die performante Simulation grofier Netzwerke mit mehreren hundert bis

zu mehreren tausend Neuronen auf Standard-Workstations ermoglich wird. Es bleibt allerdings

noch durch empierische Untersuchungen zu zeigen, dass die fiir die ereignisbasierte Simulation
getroffenen Annahmen und Vereinfachungen keine signifikanten Auswirkungen auf das qualitative
Verhalten zeigen. Durch Experimente mit direktem Vergleich der Ergebnisse aus realistischen Sim-

ulationen mit GENESIS, ereignisbasierten Simulationen und theoretischen Uberlegungen kénnen

hierbei aussagekriftige Schliisse gezogen werden.

Die hier behandelte Art der Simulation kénnte weiters die Auftrennung grofser Netzwerke in ver-
schiedene Module unterschiedlichen Typs mit einfachen Verbindungen untereinander ermoglichen,
wodurch eine Mischung unterschiedlicher Netzwerktypen in einem Anwendungsgebiet erleichtert
wird. Diese Moglichkeiten werden allerdings in den konkreten Konzepten des Simulationsframe-
works noch nicht behandelt und kénnten Gegenstand weiterer Untersuchungen sein.
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